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Введение
Известно, что системы линейных уравнений с двумя переменными всегда можно решить методом подстановки, методом алгебраического сложения. Системы линейных уравнений с тремя переменными можно решить путем последовательного уменьшения числа переменных (методом Гаусса) или с помощью определителей, то есть методом Крамера, если число уравнений равно числу неизвестных.

В геометрии при вычислениях угла между двумя прямыми, а также угла между прямой и плоскостью во многих случаях удобно использовать скалярное произведение векторов. Скалярное произведение векторов в алгебре часто используют для доказательства некоторых неравенств, для нахождения наибольших и наименьших значений функций на промежутке, при решении уравнений и их систем.
Данная тема  является актуальной, новизна проблемы в том, что при  решении систем уравнений можно использовать и геометрические знания, в частности  скалярное произведение векторов. При исследовании данной темы были использованы следующие методы: самостоятельная работа с учебной литературой, анализ и синтез   информации, исследование алгебраических задач при помощи геометрических знаний.
Цель работы: показать эффективность применения векторов при решении систем уравнений.
Задачи:
1.Рассмотреть примеры решения  алгебраических, тригонометрических, показательных и логарифмических уравнений
2.Показать практическое применение геометрических знаний при решении алгебраических задач
Объект исследования: системы нелинейных уравнений с несколькими переменными.

Предмет исследования: скалярное произведение векторов.

Гипотеза: если изучить особенности скалярного произведения векторов, то возникает возможность решать системы нелинейных уравнений с использованием скалярного произведения сонаправленных векторов. 
I. Системы двух уравнений с двумя переменными
Скалярным произведением  
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 двух векторов 
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 называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними
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В частности, скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины    
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Так как 
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[image: image8.wmf]|

|

|

|

|

|

b

a

b

a

r

r

r

r

×

£

×

,






     (1)

[image: image9.wmf]|

|

|

|

b

a

b

a

r

r

r

r

×

£

×

.






    (2)
Если векторы 
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 коллинеарны, то модуль скалярного произведения векторов равен произведению модулей этих векторов:
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Если векторы сонаправлены, то из неравенства (2) получим:
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Скалярное произведение двух векторов можно вычислять, зная координаты этих векторов. Пусть даны два вектора: 
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, тогда скалярное произведение этих векторов выражается формулой 
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Длины векторов 
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 вычисляются по формулам
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Если векторы 
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 коллинеарны, то координаты вектора 
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 пропорциональны координатам вектора 
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Основная идея решения систем нелинейных уравнений с помощью скалярного произведения  двух ненулевых векторов 
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 и 
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 состоит в том, что мы должны доказать, что для данной системы справедливо равенство 
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 (скалярное произведение векторов равно произведению их длин).

Пример. Решить систему уравнений:
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Решение.

а) введем векторы: 
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, причем векторы 
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 надо выбрать так, чтобы скалярное произведение дало одно из уравнений системы, а квадрат модуля 
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 равнялся левой части второго уравнения.
б) тогда скалярное произведение этих векторов равно:
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(то есть получили первое уравнение системы).
в) вычислим модули этих векторов:
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Сравнивая второе уравнение системы с 
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Тогда произведение длин этих векторов есть:
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г) проверим условие 
[image: image42.wmf]|

|

|

|

b

a

b

a

r

r

r

r

×

=

×

.
Исходная система равносильна следующей:
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то есть 
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Значит, векторы 
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 коллинеарны, то есть их координаты пропорциональны
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Подставляя это равенство в первое уравнение данной системы, получим:
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Ответ: 
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Замечание 1. Этим методом можно решать только такие системы, для которых выполняется условие 
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Замечание 2. Исходя из этого условия, можем заметить, что таких систем можно составить сколько угодно.

II. Системы двух уравнений с тремя переменными.

Рассмотрим именно такие системы уравнений, чтобы скалярное произведение выбранных векторов 
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 дает левую часть одного из уравнений, а квадрат длины вектора 
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 дает левую часть другого уравнения и так, чтобы выполнялось условие 
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Пример 1. Решить систему уравнений
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Решение.
Введем векторы 
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. Тогда скалярное произведение 
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 (видно из первого уравнения данной системы).
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Тогда 
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.   Исходная система равносильна следующей:
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то есть выполняется равенство 
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. Откуда видим, что векторы сонаправлены и тогда их координаты пропорциональны
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Это значит, что   
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 (первое уравнение системы), получим, что 
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 является решением данной системы.                                                                         Ответ: 
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Пример 2. Решить систему уравнений
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Решение. Рассмотрим векторы 
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Исходная система равносильна следующей:
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Учитывая, что векторы коллинеарны, то
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Подставляя значения 
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Тогда
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Проверкой убеждаемся, что тройка чисел 
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Ответ: 
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III. Системы трех уравнений с тремя переменными.

Пример 1. Решить систему уравнений:
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Решение. Так как 
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 не являются решениями системы, то, разделив обе части первого уравнения системы на 
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Рассмотрим векторы 
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Таким образом, 
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Из второго уравнения исходной системы получим:
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Следовательно,   
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Установим, какие из значений 
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 являются решениями третьего уравнения системы. Проверкой убеждаемся, что только две тройки 
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 являются решениями данной системы.
Ответ: 
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Пример 2. Решить систему уравнений:
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Решение. Так как решением первых двух уравнений данной системы является только тройка 
[image: image114.wmf]÷
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 (см. пример 1 из части II), то достаточно установить, является ли эта тройка решением третьего уравнения.
Проверка: 
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Ответ: 
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Пример3 . Решить систему уравнений:
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Решение. Рассмотрим векторы 
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значит, 
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. Тогда координаты этих векторов пропорциональны: 
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Подставляя эти значения в первое уравнение системы, получим, что
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Следовательно, 
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Тройка чисел 
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 является решением третьего уравнения системы, в чем можно убедиться проверкой: 
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Ответ: 
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1

;

1

;

1

(

.

Заключение
Подводя итоги, можно дать общую схему решения системы уравнений с помощью векторов:

1) Введение векторов 
[image: image133.wmf]a
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 и 
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.

2) Вычисление модулей векторов 
[image: image135.wmf]a

r

 и 
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 и их скалярного произведения.

3) Проверка выполняемости равенства 
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4) Использования коллинеарности векторов: 
[image: image138.wmf]b
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5) Проверка и запись ответа.

В данной работе системы составлены по следующему принципу: одно из уравнений системы дает скалярное произведение векторов, а другое уравнение – произведение длин этих векторов, и при этом должно выполняться равенство 
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. Очень важно уметь правильно задавать векторы соответствующими координатами. Таких систем можно составить очень много. Обычными традиционными методами решать такие системы не так просто. В своей работе мы рассмотрели алгебраические, показательные, логарифмические уравнения и показали эффективность применения векторов при решении систем уравнений, думаем, что цель нашей работы достигнута и наряду с традиционными способами решения систем уравнений можно применять и данный метод. 
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Рецензия
Исследовательская работа посвящена взаимосвязи алгебры и геометрии. В ней рассматриваются особенности скалярного произведения векторов, используется понятие коллениарности векторов и их свойств. Рассмотрены решения систем алгебраических, показательных и логарифмических уравнений при помощи свойств скалярного произведения векторов.

Показано практическое применение геометрических знаний для решения алгебраических задач.
     Руководитель работы                                                         /Гомбожапова Д.С./
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